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О. В. Шоман, Г. А. Вірченко, В. Л. Мартинов, М. М. Журавський,  
В. Я. Даниленко, Н. П. Ісмаїлова  
Продовжено дослідження геометричного моделювання нехаотичних пері-
одичних траєкторій руху вантажів різновидів математичних маятників. Розг-
лядаються маятникові коливання у вертикальній площині підвішеної невагомої 
пружини, зберігаючої при цьому прямолінійність своєї осі. В літературі такий 
вид маятника називають хитною пружиною (swinging spring). Шукана траєк-
торія вантажу хитної пружини за допомогою комп’ютера моделюється з ви-
користанням значень маси вантажу, жорсткості пружини та її довжини в 
ненавантаженому стані. Крім того, використовуються такі початкові вели-
чини параметрів ініціювання коливань хитної пружини: кут відхилення осі 
пружини від вертикалі, швидкість зміни величини цього кута, а також пара-
метр подовження пружини та швидкість зміни подовження. Розрахунки вико-
нано за допомогою рівняння Лагранжа другого роду. Також розглянуто варіа-
нти знаходження періодичних траєкторій точкового вантажу хитної пружи-
ни з рухомою (вздовж координатних осей) точкою кріплення. 
Актуальність теми визначається необхідністю дослідження та удоско-
налення нових технологічних схем механічних пристроїв, до складу яких вхо-
дять пружини. Зокрема, дослідження умов відмежування від хаотичних коли-
вань елементів механічних конструкцій та визначення раціональних значень 
параметрів для забезпечення періодичних траєкторій їх коливань. 
Наведено спосіб знаходження значень набору параметрів для забезпечення 
нехаотичної періодичної траєкторії руху точкового вантажу хитної пружини. 
Ідею способу пояснено на прикладі знаходження періодичної траєкторії руху 
другого вантажу подвійного маятника. 
Наведено варіанти розрахунків для одержання періодичних траєкторії ру-
ху вантажу, коли задані параметри: 
– жорсткість пружини та її довжина без навантаження, але невідома
величина маси вантажу; 
– величина маси вантажу та довжина пружини без навантаження, але
невідома жорсткість пружини; 
– величина маси вантажу та жорсткість пружини, але невідома довжи-
на пружини без навантаження. 
Також розглянуто знаходження значень набору параметрів для забезпе-
чення умовно періодичної траєкторії руху точкового вантажу хитної пружи-
ни з рухомою точкою кріплення. Н
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Побудовано фазові траєкторії функцій узагальнених координат (значень 
кутів відхилення осі пружини від вертикалі та подовження хитної пружини) 
за допомогою яких можна оцінити діапазони зазначених величин та швидкос-
тей їх зміни. 
Результати можна використати як парадигму для вивчення нелінійних 
зв'язаних систем, а також при розрахунках варіантів механічних пристроїв, де 
пружини впливають на коливання їх елементів. Коли в технологіях викорис-
тання механічних пристроїв необхідно відмежуватися від хаотичних перемі-
щень вантажів, а забезпечити періодичні траєкторії їх руху 
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пружина, рівняння Лагранжа другого роду 
 
1. Вступ 
Для пояснення складних процесів, що відбуваються в природі, часто засто-
совують наочні механічні інтерпретації. Зокрема, для коливальних процесів у 
якості моделей використовують маятникові аналоги [1].  
Класичним прикладом вважається модель оберненого маятника з вібрую-
чою точкою кріплення. Фізичну модель цього маятника покладено в основу те-
орії динамічної стабілізації. Ключова ідея теорії полягає у необхідності розділя-
ти рух на «швидкі» і «повільні» складові, що найшло відображення у понятті 
ефективного потенціалу. За допомогою методу ефективного потенціалу пояс-
нено принцип стійкості високочастотного генератора «ніготронома» [2]. До ре-
чі, для того щоб не виникало проблем з секретністю при публікації методу, бу-
ло залучено фізичну модель маятника з вібруючим підвісом, яка б ілюструвала 
принцип стійкості генератора. Цим самим було розпочате математичне дослі-
дження маятника з вібруючим підвісом. 
Не менш вражаючі механічні інтерпретації пов’язані з іншим видом маят-
ника. У ідеалізованому вигляді маятник має вигляд вертикально підвішеної не-
вагомої пружини, до кінця якої прикріплено точковий вантаж. Пружина крім 
подовжніх коливань здійснює коливання подібно маятнику у вертикальній 
площині, зберігаючи при цьому прямолінійність своєї осі. Помічено, що якщо 
вантаж одночасно здійснює коливання вздовж осі пружини і маятникові коли-
вання, то зазначена дія відкриває феномен коливань пружини із зовсім несподі-
ваної сторони. У поводженні такої коливальної системи були виявлені цікаві й 
глибокі фізичні закономірності [3].  
Модель пружини, що коливається подібно маятнику, – в літературі її нази-
вають хитною пружиною (swinging spring) – знаходить широке застосування у 
якості механічної моделі більш складних процесів у природі й техніці. Мова 
йде про процеси із внутрішніми нелінійно пов'язаними системами надання різ-
них коливальних компонентів. При цьому, що істотно, складові компоненти си-
стеми обмінюються енергією між собою. У роботі [1] представлено аналіз та-
ких енергетичних обмінів з метою з'ясування того, як це залежить від парамет-
рів керування системою. Для ілюстрації автори використовують хитну пружину 
як парадигму для вивчення нелінійних зв'язаних систем. Для хитної пружини 
ідентифікуються три енергетичні компоненти, схожі на рухи пружини, маятни-
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ка, а також зв'язку між ними. Представлена процедура може бути застосована, в 
принципі, до довільних нелінійних зв'язаних систем, щоб показати, як зв'язок 
опосередкує внутрішні енергетичні обміни і як розподіл енергії змінюється від-
повідно до параметрів системи. 
Особливість феномена хитної пружини проілюструємо графічно. Для цьо-
го порівняємо траєкторії переміщення точкового вантажу у двох випадках - хи-
тної пружини (рис. 1, а) й параметричного маятника (рис. 1, б). 
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Рис. 1. Аналогія між кутовими коливаннями:  
а – хитної пружини; б – математичного параметричного маятника 
 
Для параметричного маятника вплив параметра проявляються в зміні дов-
жини маятника, який здійснюється завдяки зовнішньому джерелу енергії. При 
цьому цікавим є випадок, коли у нижнім положенні довжину небагато збільшу-
вати, а в крайніх положеннях її небагато скорочувати. Тоді максимальне роз-
гойдування досягатиметься у випадку, коли частота зміни параметра системи 
(довжини підвісу) у два рази перевищуватиме власну частоту коливань систе-
ми. Прикладом є коливання дитячих гойдалок. Для тривалої підтримки їхніх 
коливань необхідно швидко присідати в момент найбільшого відхилення гой-
далок від положення рівноваги й також швидко вставати при проходженні ни-
жнього положення. 
Однак існує принципова відмінність між маятником «хитна пружина» і ма-
ятником «гойдалка». У хитній пружині відсутнє зовнішнє джерело енергії, і ма-
ятники такого виду повинні самі «забезпечувати» існування подібних коливань. 
З дослідів слідує, що наростання кутових коливань хитної пружини супрово-
джуються загасанням подовжніх коливань. Потім відбувається зворотне явище 
– розгойдування подовжніх коливань за рахунок зменшення енергії кутових ко-
ливань. Далі весь процес постійно повторюється. Повторюване послідовне пе-
рекачування енергії від одних коливань до інших відбувається доти, поки всі 
коливання не загаснуть через тертя. 
Нелінійні зв'язані системи із взаємодіючими підсистемами присутні в бага-
тьох областях – від фізики й техніки до біології й соціальних наук. Приклади 
зв'язаних систем містять у собі хвильове об'єднання у фізиці плазми, накачки 
лазерів, біологічних осциляторних мережах, нейронних мережах і генетичних 
ланцюгах (відповідні посилання на літературу наведено в роботі [1]). Н
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Для практичних впроваджень інтерес представляє дослідження особливос-
тей коливань хитної пружини. Наприклад, з використанням моделі хитної пру-
жини в роботі [4] досліджується атмосферний баланс планети, в роботі [5] – ко-
ливання молекули вуглекислого газу, в роботі [6] – коливання високовольтних 
проводів, а в роботі [7] моделюються вібрації гелікоптера. Опис коливань пру-
жини подібний рівнянням задач «хижак-жертва» [8]. Список можна продовжу-
вати. При цьому у всіх на перший погляд розрізнених впровадженнях є спільна 
особливість – можливість їх дослідження на основі моделі хитної пружини. При 
цьому ключовим моментом є визначення умов забезпечення нехаотичних пері-
одичних траєкторій вантажу хитної пружини. Такі дослідження дозволяють ві-
дмежуватися від хаотичних рухів елементів механічних пристроїв, до складу 
яких входять пружинні елементи. Періодична траєкторія переміщення вантажу 
хитної пружини ілюструє розв’язок відповідних диференціальних рівнянь, що 
описують її коливання. Адже ці рівняння мають природу, аналогічну диферен-
ціальними рівняннями суміжних за змістом впроваджень. Одержана геометри-
чна форма періодичної траєкторії переміщення вантажу хитної пружини у про-
сторі параметрів конкретної задачі допоможе ілюструвати розв’язки цієї задачі. 
Тобто розгляд моделі хитної пружини дозволить аналізувати характер 
розв’язків в суміжних за змістом задачах, і виявляти серед них, у певному ро-
зумінні, оптимальні варіанти. Подібно тому, як в механіці для аналізу колива-
льних процесів механізмів застосовують фігури Ліссажу.  
Отже, на актуальність обраної теми вказує необхідність розробки інженер-
ного способу знаходження значень набору параметрів для забезпечення нехао-
тичної періодичної траєкторії руху точкового вантажу хитної пружини.  
 
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми 
Історія виникнення досліджень, присвячених коливанням хитної пружини, 
розпочалася із квантово-механічного пояснення ефекту розщеплення ліній у 
спектрі комбінаційного розсіювання на молекулі С2. Тоді ж було висловлено 
припущення, що ефект має не квантову, а класичну механічну природу коли-
вань. А саме – ефект обумовлений внутрішніми особливостями коливань моле-
кули, де частота коливань одного типу приблизно вдвічі перевищує частоту ко-
ливань другого типу. Вчені вирішили перевірити це на моделі хитної пружини. 
Розрахований рух такої системи показав, що при співвідношенні частот 2:1 по-
винно наставати періодично повне перекачування енергії з вертикальних коли-
вань у горизонтальні й назад.  
Доцільність дослідження хитної пружини виникла у зв’язку з виявленими 
можливостями їх «нестандартних» використань як в теоретичному плані, так і 
на практиці. Однак більшість досліджень зосереджуються на аналітичних апро-
ксимаціях для слабозв'язаних систем і енергетичних обмінів, які виникають, 
коли підсистеми перебувають у резонансі. Ефективним механізмом енергооб-
міну є параметричний механізм [9]. Зокрема, хитна пружина із двома ступеня-
ми свободи є автопараметричною системою, що являє собою основу для ви-
вчення нелінійних зв'язаних систем. Крім того, хитна пружина має значення за-
вдяки можливості якісного подання багатьох нелінійних сполучених систем. 
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Серед цих подань назвемо класичний аналог для коливальних мод трьохатом-
них молекул, який реалізує резонанс Фермі в інфрачервоному й комбінаційно-
му спектрах [1].  
Коливання хитних пружин мають безпосереднє відношення до динаміки 
літаків і кораблів. Були виявлені ефекти порушення стійкості й керованості 
швидкохідних кораблів і надзвукових літаків. Виявилося, що найбільш інтенси-
вне розгойдування бічних коливань має місце, коли коливання за кутом атаки 
відбуваються із частотою вдвічі більшої частоти бічних коливань [10]. У буді-
вельній механіці важливу роль грає видозмінена модель хитної пружини – мо-
дель гнучкої нитки. Гнучка нитка – це своєрідна пружина, що діє тільки на роз-
тягнення. У типовій двовимірній моделі гнучка нитка одночасно може здійсню-
вати поперечні коливання у своїй площині (аналог кутових коливань хитної 
пружини з вантажем) і маятникові коливання, що поєднують опорні закріплен-
ня (аналог вертикальних коливань) [6, 11]. При співвідношенні частот цих ко-
ливань 1:2 відбувається втрата динамічної стійкості, коли виникають поперечні 
коливання нитки, амплітуда яких може досягати досить великих значень. Мож-
ливість виникнення таких явищ необхідно враховувати при розрахунку різно-
манітних конструкцій (висячих мостів, вантово-балкових систем, канатних до-
ріг, ліній електропередачі, різних космічних тросових системи для втримання 
об'єктів, гнучких шлангів, різноманітних антен, тощо) [3].  
В роботах [12, 13] наведено теоретичне дослідження плоских малих нелі-
нійних коливань хитної пружини з нелінійною залежністю натягу пружини від 
її подовження. Використовується метод гамільтонової нормальної форми. Рі-
шення гамільтонових рівнянь нормальної форми показали, що періодична пе-
ребудова коливань між вертикальною й горизонтальною модами відбувається 
тільки у випадку резонансів 1:1 і 2:1. У всіх інших випадках, як при наявності 
резонансу, так і при його відсутності, коливання відбуваються із двома постій-
ними частотами. 
У роботі [14] вивчаються зміни в поведінці хитної пружини, коли під кон-
тролем параметра один відгук стає нестійким і замінюється іншим. Вибірка Пу-
анкаре використовується для зведення проблеми опису стійкості граничного 
циклу до більш простої задачі визначення стійкості нерухомої точки відобра-
женням Пуанкаре. В роботі [15] розглянуто зв'язок нормальних мод коливань 
хитного маятника. Наводяться коментарі про експерименти, пов'язані з пору-
шенням нормальних режимів. В роботі [16] досліджено системи хитної пружи-
ни поблизу резонансу за допомогою «повільного флуктуаційного» наближення, 
яке полягає в застосуванні тригонометричних поліномів і збереженні тільки 
члена з найповільнішої частотою. У роботі [17] показано, що інтегральне на-
ближення просторової хитної пружини, налаштованої на резонанс 1:1:2, має 
монохромію, а ступінчастий кут прецесії площини коливання резонансного 
пружинного маятника є числом обертання інтегрального наближення. Стаття 
[18] присвячена коливанням хитного маятника, точка підвісу якого рухома уз-
довж вертикальної лінії. Періодичні рішення рівняння одержують з викорис-
танням детермінантів Хілла. Розроблена обчислювальна процедура використо-
вується для визначення комбінацій параметрів системи, для яких можливі пері-Н
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одичні рішення. У роботі [19] досліджується просторова хитна пружина, яка 
має резонанс 2:1:1, наближено описаний лагранжіаном. В описах використано 
гамільтонові скорочення та методи виведення зразків. В результаті отримано 
формулу, яка описує ступінчасту прецесію азимутального кута. У роботі [20] 
перетікання енергії між подовжніми і маятниковими коливаннями розглядаєть-
ся як пульсація. Пульсація і ступінчаста прецесія є характерними особливостя-
ми динаміки хитної пружини. Для визначення повного аналітичного рішення 
використано гамільтонову редукцію. У статті [21] динамiка пружинного маят-
ника досліджується з використанням асимптотичних методiв. Методи теорiї 
нелiнiйних нормальних форм коливань дозволили дослiдити динамiку маятника 
не тiльки для малих, але i для значних амплiтуд коливань.  
Але всі наведені роботи мають переважно теоретичне спрямування. Для 
інженерної практики необхідні способи побудови реальних нехаотичних періо-
дичних траєкторій вантажів хитних пружин. Деякі з них описані в роботі [22], 
де наведено приклади періодичних траєкторій, а також в [23], де проведено до-
слідження умов побудови періодичних траєкторій. У роботі [24] наведено про-
граму мовою Математика, за допомогою якої можна будувати періодичні трає-
кторії подвійного маятника. Робота [25] присвячена дослідженню зв'язку мож-
ливої траєкторії вантажу хитної пружини з фігурами Ліссажу. В роботі [26] на-
ведено maple-програму побудови траєкторії вантажу хитної пружини. Інший 
спосіб побудови траєкторій руху вантажу хитної пружини запропоновано в ро-
боті [27]. В роботі [28] наведені приклади періодичних траєкторій хитних пру-
жин. В роботі [29] досліджуються коливання хитної пружини з рухомою точ-
кою підвісу. Але у відомих роботах відсутній універсальний підхід до побудови 
періодичних траєкторій руху вантажу хитної пружини. Також відсутні аналізи 
коливань за допомогою фазових траєкторій функцій, які входять до опису уза-
гальнених координат відповідної коливальної системи. 
В роботі [30] для побудови періодичних траєкторій вантажів різновидів 
математичних маятників наведено спосіб проекційного фокусування. В роботі 
[31] розглянуті приклади реалізації цього способу.  
В результаті огляду літературних джерел [1–29] були виявлені питання, ще 
не досліджені іншими авторами, що дозволило сформулювати наступну про-
блему досліджень. Розробити спосіб знаходження значень набору параметрів, 
які б забезпечили нехаотичну періодичну траєкторію руху точкового вантажу 
хитної пружини – тобто вантажу на підвішеній вертикально пружині, яка здійс-
нює маятникові коливання.  
 
3. Ціль та задачі дослідження 
Метою є розробка способу комп’ютерного моделювання періодичної трає-
кторії переміщення точкового вантажу хитної пружини.  
Для досягнення поставленої мети маємо вирішити наступні задачі: 
– ідею способу пояснити на прикладі тестової задачі – побудови періодич-
ної траєкторії руху другого вантажу подвійного маятника; 
– навести варіанти розрахунків для одержання періодичних траєкторії руху 
вантажу хитної пружини, коли задані: 
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   – довжина без навантаження та жорсткість, але невідомою є значення ма-
си вантажу; 
   – довжина без навантаження та величина маси вантажу, але невідомою є 
жорсткість пружини; 
   – величина маси вантажу та жорсткість, але невідомою є довжина пру-
жини без навантаження; 
– визначити набір параметрів для забезпечення умовно періодичної траєк-
торії руху точкового вантажу хитної пружини з рухомою точкою кріплення;  
– побудувати фазові траєкторії функцій узагальнених координат хитної 
пружини (значень кутів відхилення осі пружини від вертикалі та подовження) з 
метою оцінки діапазону змін зазначених величин та їх швидкостей; 
– одержані результати проілюструвати комп'ютерними анімація коливань 
відповідних хитних пружин. 
 
4. Розробка геометричної моделі періодичних траєкторій вантажу хит-
ної пружини 
4. 1. Побудова періодичних траєкторій руху вантажу подвійного маят-
ника способом проекційного фокусування 
В роботі [30] розглянуто спосіб "проекційного фокусування", призначений 
для побудови періодичних траєкторій вантажів різновидів маятників. Наведемо 
пояснення способу на прикладі визначення нехаотичної траєкторії руху другого 
вантажу подвійного маятника. Зазначений приклад розглядається у більшості під-
ручників з теоретичної механіки. І саме подвійний маятник там часто використо-
вують для ілюстрації хаотичних коливань. Тому буде особливо цікавим розв’язок 
задачі про періодичні траекторії руху другого вантажу подвійного маятника.  
Задамо умови ідеалізації коливань подвійного маятника:  
– обидві ланки є невагомими і не деформуються; 
– маси вантажів зосереджена у відповідних точках на кінцях ланок; 
– опори у вузлах і опір повітря під час коливань відсутні;  
– коливання здійснюється у вертикальній площині, якій належить точка 
підвісу; 
– процес розсіювання енергії відбувається повільно в порівнянні 
з характерними масштабами часу (коливальна система є консервативною); 
– параметри і початкові умови задаються в умовних числових одиницях.  
Схему подвійного маятника зображено на рис. 2.  
 
 
 
Рис. 2. Схема подвійного маятника Н
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У якості узагальнених координат u(t) і v(t) оберемо кути, які ланки маятни-
ка утворюють з вертикальною віссю Оу. Тоді віртуальні координати вузлових 
точок можна обчислити за формулами: 
 
1 1sin ;x d u  1 1cos ; y d u                   (1) 
 
2 1 2sin sin ; x d u d v  2 1 2cos cos .  y d u d v  
 
Лагранжіан задамо як різницю кінетичної і потенціальної енергій (g=9.81):  
 
2 2 2 2
1 1 2 2
1 2 1 1 2 20.5 0.5 .
       
                   
dx dy dx dy
L m m m gy m gy
dt dt dt dt
    (2) 
 
Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (тут точка означає похідну по часу): 
 
0;
  
    
d L L
dt u u
 0.
  
    
d L L
dt v v
         (3) 
 
В результаті систему рівнянь Лагранжа другого роду одержуємо у вигляді: 
 
 
2 2
1 2 1 2 22 2
2
2 2 1 2
cos( )
sin( ) ( ) sin 0;
   
 
     
d u d v
m m d m d u v
dt dt
dv
m d u v m m g u
dt
       (4) 
 
22 2
2 1 12 2
cos( ) sin( ) sin 0.
 
       
d v d u du
d d u v d u v g v
dt dt dt
 
 
Для ілюстрації можливостей способу проекційного фокусування розгляне-
мо побудову періодичної траєкторії другого вантажу подвійного маятника у ви-
гляді такої задачі.  
Постановка задачі. Побудувати періодичну траєкторію подвійного мая-
тника з довжинами ланок d1 та d2 і з масами m1 і m2 у якості вантажів на кін-
цях ланок. У початковому положенні всі ланки розташовані вертикально, 
тобто u(0)=0 і v(0)=0. Ініціювання коливань здійснюється за допомогою ім-
пульсів, наданих вантажам маятників у двох обернених напрямках, спрямо-
ваними вздовж осі Ох (рис. 3). Тобто du(0)=–F і dv(0) =F, де F - величина, яку 
можна характеризувати як початкову швидкість зміни в часі величини відпо-
відного кута. 
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Рис. 3. Ініціювання коливань подвійного маятника  
 
Розв'язання задачі з одночасним пояснення способу проекційного фокусу-
вання. Для визначення значення параметра F, яке б забезпечило періодичну 
траєкторію руху другого вантажу подвійного маятника, застосуємо спосіб про-
екційного фокусування [30]. Для цього чисельним методом Рунге-Кутти 
розв’язуємо систему рівнянь (3) із обраними початковими умовами u(0)=0; 
du(0)=–F; v(0)=0; dv(0)=F та параметрами m1=m2=1; d1=1,5; d2=1. Змінну вели-
чину F "назначимо" керуючим параметром коливання подвійного маятника.  
Далі будуємо зображення інтегральної кривої у фазовому просторі 
{u, Du, t} залежно від значення керуючого параметра F. При довільних значен-
нях F у фазовому просторі імовірніше утвориться "заплутана" інтегральна кри-
ва (рис. 4, а). При алгоритмічній реалізації це буде багатоланкова ломана, яка 
сполучатиме N близьких точок з координатами (ui, Dui, ti) (де i=1..N). Точки у 
фазовому просторі одержуються в результаті чисельного розв'язання системи 
рівнянь Лагранжа другого роду.  
Спроекціюємо одержану інтегральну криву на фазову площину {u, Du}, де 
її проекцією буде фазова траєкторія узагальненої координатної функції u(t) (теж 
саме можна здійснити і для координатної функції v(t)). У разі зміни керуючого 
параметра F має змінюватися і характер фазової траєкторії. При певному кри-
тичному значенні F=F0 характер фазової траєкторії зміниться на якісному  
рівні – перетвориться у "сфокусовану" криву. На фазовій площині в процесі 
прямування параметра F до критичного значення F0 в режимі комп’ютерної 
анімації можна спостерігати ніби оптичний ефект "наведення на різкість" плу-
танини фазових траєкторій (рис. 4, б).  
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Рис. 4. Фазові траєкторії як проекції інтегральних кривих:  
а – для довільного значення керуючого параметра F;  
б – для критичного значення F0 керуючого параметра 
 
Для узгодження графічних властивостей фазових кривих з числовими було 
застосовано поняття насиченості (або щільності) зображення лінії. Властивість 
насиченості зображення ліній характеризується кількістю умовних точок пло-
щини (пікселів), побудованих засобами комп’ютерної графіки. Мірою насиче-
ності буде кількість пікселів, за допомогою яких унаочнюється лінія з прийнят-
ною для практики похибкою. При цьому пошук значення керуючого параметра 
F здійснюється так, щоб зображення фазових траєкторій було мінімальної на-
сиченості, яке можна порівняти зі згаданим фокусуванням в смислі «наведення 
на різкість». На практиці такий підхід було реалізовано з застосуванням бібліо-
теки обробки графічної інформації ImageTools пакету maple [31].  
Згідно умовам розглянутої задачі на рис. 5 побудовано графік залежності 
кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії від значення керуючого 
параметра F. З графіка слідує, що мінімальна кількість пікселів зображення до-
сягається при критичному значенні керуючого параметра F0=2,556. Уточнення 
цього значення здійснено шляхом зменшення інтервалу, де знаходиться F0.  
 
  
а                                 б 
 
Рис. 5. Залежність кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії від  
значення F: а – для 1,9≤F≤2,9; б – для 2,5≤F≤2,6 
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Після обчислення F0 необхідно його значення підставити на місце F в сис-
тему рівнянь Лагранжа другого роду (3) і чисельно розв'язати її методом Рунге-
Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, vi) при 
t=ti (де i=1…S). Для побудови траєкторії руху другого вантажу на площині Oxy 
слід у вирази (1) віртуальних координат (x2, y2) підставити послідовність зна-
чень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. В результа-
ті знайдемо наближене зображення траєкторії переміщення другого вантажу на 
площині Oxy. 
Для реалізації цієї ідеї було складено програму побудови фазової траєкто-
рії як ортогональної проекції інтегральної лінії з фазового простору на фазову 
координатну площину, одночасного обчислення критичного значення керуючо-
го параметра, с наступним визначенням траєкторії руху другого вантажу. Ви-
значався час інтегрування системи рівнянь. Він відповідатиме мінімальному 
часу, за який другий вантаж повернеться в початкове положення. 
Одержані розв'язки задачі. Нехай довжини ланок подвійного маятника 
d1=1,5 і d2=1. Тоді періодичні траєкторії руху другого вантажу маятника зале-
жатимуть від співвідношення значень мас вантажів згідно таких випадків.  
Випадок 1. Для довільних однакових значень мас m1=m2 при F=2,556 одер-
жимо близькі за геометричною формою періодичні траєкторії другого вантажу. 
Їх вигляд зображено на рис. 6.  
 
 
 
Рис. 6. Вигляд траєкторії другого вантажу при значенні F=2,556 у випадках,  
коли m1=m2  
 
Фазові траєкторії функцій узагальнених координат зображені на рис. 7. Час 
інтегрування Т 3. 
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Рис. 7. Вигляд фазових траєкторій функцій узагальнених координат для  
випадку 1 при m1=m2 і F=2,556: а – для u(t); б – для v(t)  
 
Випадок 2. Коли m1=km2, то одержимо близькі за геометричною формою 
періодичні траєкторії другого вантажу у вигляді, зображеному на рис. 8. При 
цьому, величини F визначаються з табл. 1. 
 
Таблиця 1 
Значення параметрів для забезпечення періодичної траєкторії у випадку m1=km2 
Значення k 2 3 4 5 6 
Значення F 3,752 3,388 3,188 3,052 2,964 
 
 
 
Рис. 8. Вигляд траєкторії другого вантажу у випадку, коли m1=km2 
 
Вигляд фазових траєкторій функцій узагальнених координат для випадку 2 
зображені на рис. 9. Час інтегрування Т 5,4.  
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Рис. 9. Вигляд фазових траєкторій функцій узагальнених координат для випад-
ку при m1=km2 і значенні F з таблиці 1: а – для u(t); б – для v(t) 
 
Випадок 3. Коли km1=m2, то одержимо близькі за геометричною формою 
періодичні траєкторії другого вантажу у вигляді, зображеному на рис. 10. При 
цьому, величини F визначаються з табл. 2. 
 
Таблиця 2 
Значення параметрів для забезпечення періодичної траєкторії у випадку km1=m2 
Значення k 2 3 4 5 6 
Значення F 4,844 6,32 7,36 8,3 9,2 
 
 
 
Рис. 10. Вигляд траєкторії другого вантажу у випадку, коли km1=m2 
 
Вигляд фазових траєкторій функцій узагальнених координат для випадку 3 
зображені на рис. 11. Час інтегрування Т 3,4.  
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Рис. 11. Вигляд фазових траєкторій функцій узагальнених координат для  
випадку при km1=m2 і значенні F з таблиці 2: а – для u(t); б – для v(t) 
 
Одержані фазові траєкторії дозволяють визначити діапазони зміни величин 
кутів, а також швидкостей зміни значень цих кутів.  
 
4. 2. Обчислення періодичних траєкторій руху вантажу хитної  
пружини 
Наведемо спосіб визначення траєкторії переміщення по вертикальній пло-
щині Oxy вантажу хитної пружини залежно від маси вантажу, початкової дов-
жини пружини у ненавантаженому стані, жорсткості пружини і початкових 
умов для виникнення коливань. 
Задамо умови ідеалізації коливань хитної пружини:  
– коливання здійснюється у вертикальній площині, якій належить точка 
кріплення (підвісу); 
– маса вантажу зосереджена в одній точці, розташованій на осі пружини з 
незакріпленого кінця; 
– пружина є невагомою і вісь пружини залишається прямолінійною в про-
цесі коливань; 
– опори у вузлах і опір повітря під час коливань відсутні;  
– процес розсіювання енергії відбувається повільно в порівнянні 
з характерними масштабами часу (коливальна система є консервативною); 
– параметри і початкові умови задаються в умовних числових одиницях.  
Схему хитної пружини зображено на рис. 12.  
 
 
 
Рис. 12. Схема хитної пружини 
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У якості першої узагальненої координатної функції u(t) оберемо значення 
кута, який вісь хитної пружини утворює з вертикальною віссю Оу. Другу уза-
гальнену координатну функцію v(t) пов'яжемо з подовжньою зміною довжини 
пружини в часі; через h позначимо довжину хитної пружини в ненавантажено-
му стані. Тоді віртуальні координати рухомого точкового вантажу можна обчи-
слити за формулами: 
 
( )sin ; x h v u  ( )cos .  y h v u          (5) 
 
Лагранжіан задамо як різницю кінетичної і потенціальної енергій (g=9.81):  
 
2 2
20.5 ( ) 0.5 ( )(1 cos ) .
    
               
dv du
L m h v kv mg h v u mgv
dt dt
  (6) 
 
Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (тут точка означає похідну по часу): 
 
0;
  
    
d L L
dt u u
 0.
  
    
d L L
dt v v
         (7) 
 
В результаті систему рівнянь Лагранжа другого роду одержуємо у вигляді: 
 
2
2
( ) 2 sin 0;   
d u dv du
v h g u
dt dt dt
         (8) 
 
22
2
( ) cos 0.
 
      
d v du kv
v h g u
dt dt m
 
 
Постановка задачі. Визначити значення маси m, яка б забезпечила періо-
дичну траєкторію переміщення вантажу хитної пружини жорсткістю k і довжи-
ною h у ненавантаженому стані. У початковому положенні хитна пружина роз-
ташована вертикально, тобто u(0)=0. Ініціювання коливань здійснюється за до-
помогою імпульсу, наданого вантажу пружини у напрямку осі Ох: du(0)=1,5. 
Величину 1,5 можна характеризувати як початкову швидкість зміни в часі ве-
личини кута u. Початкові значення для параметра v подовження пружини обе-
ремо у вигляді v(0)=1; dv(0)=0. 
Чисельним методом Рунге-Кутти розв’язуємо систему рівнянь (8) із почат-
ковими умовами u(0)=0; du(0)=1,5; v(0)=1; dv(0)=0. Обранням параметрів m, k і 
h маємо забезпечити періодичність траєкторії вантажу хитної пружини.  
Приклад 1. Нехай k=30 і h=1. В якості керуючого параметра коливання хи-
тної пружини оберемо значення маси m. На рис. 13 зображено інтегральні криві 
у фазових просторах {u, Du, t} і {v, Dv, t} для знайденого критичного значення Н
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m=3,332. В результаті одержано фазові траєкторії на площинах {u, Du} і 
{v, Dv} (рис. 14), за допомогою яких можна визначити в процесі коливання хи-
тної пружини діапазони зміни величини кута та його швидкості (координатна 
функція u(t)), а також подовження пружини та швидкості подовження (коорди-
натна функція v(t)).  
 
  
а                                           б 
 
Рис. 13. Інтегральні криві для критичного значення m=3,332.у фазових  
просторах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
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Рис. 14. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {u, Du} для:  
а – координатної функції u(t); б – координатної функції v(t) 
 
Для підтвердження величини знайденого критичного значення m=3,332 
скористаємося графіком насиченості зображення лінії фазової траєкторії. На 
рис. 15 наведено графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової 
траєкторії від значення керуючого параметра m. Мінімальна кількість пікселів 
зображення досягається при критичному значенні керуючого параметра 
m0=3,332.  
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Рис. 15. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення m 
 
Після обчислення m0 необхідно його значення підставити на місце m в сис-
тему рівнянь Лагранжа другого роду (8) і чисельно розв'язати її методом Рунге-
Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, vi) при 
t=ti (де i=1...S). Для побудови траєкторії руху другого вантажу на площині Oxy 
слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити послідовність значень 
(ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. В результаті 
знайдемо наближене зображення на площині Oxy траєкторії руху вантажу хит-
ної пружини (рис. 16).  
 
 
 
Рис. 16. Траєкторія руху вантажу хитної пружини для прикладу 1 
 
Приклад 2. Нехай m=1 і h=1. В якості керуючого параметра оберемо зна-
чення жорсткості k. На рис. 17 зображено інтегральні криві у фазових просто-
рах {u, Du, t} і {v, Dv, t} для знайденого критичного значення k=14,4. На рис. 18 
наведено фазові траєкторії відповідних узагальнених координатних функцій, за 
допомогою яких можна визначити діапазони їх змін.  
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Рис. 17. Інтегральні криві для критичного значення k=14,4. у фазових просто-
рах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
 
  
а                                б 
 
Рис. 18 Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}: а – координатної фун-
кції u(t); б – координатної функції v(t) 
 
Для підтвердження значення k=14,4 скористаємося графіком насиченості 
зображення лінії фазової траєкторії (рис. 19). Мінімальна кількість пікселів зо-
браження досягається при критичному значенні керуючого параметра k0=14,4.  
 
 
 
Рис. 19. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення m 
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Після обчислення k0=14,4 необхідно його значення підставити на місце k в 
систему рівнянь Лагранжа другого роду (8) і чисельно розв'язати її методом Ру-
нге-Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, vi) 
при t=ti (де i=1...S). Для побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини на 
площині Oxy слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити послідо-
вність значень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. В 
результаті знайдемо наближене зображення на площині Oxy траєкторії руху ва-
нтажу хитної пружини (рис. 20).  
 
 
 
Рис. 20. Траєкторія руху вантажу хитної пружини для прикладу 2 
 
Приклад 3. Нехай m=1 і k=10. В якості керуючого параметра оберемо дов-
жину h хитної пружини без навантаження. На рис. 21 зображено інтегральні 
криві у фазових просторах {u, Du, t} і {v, Dv, t} для знайденого критичного зна-
чення h=0,39. На рис. 22 наведено фазові траєкторії відповідних узагальнених 
координатних функцій, за допомогою яких можна визначити їх діапазони змін. 
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Рис. 21. Інтегральні криві для критичного значення h=0,39 у фазових  
просторах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
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Рис. 22. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}:  
а – координатної функції u(t); б – координатної функції v(t) 
 
Для підтвердження значення h=0,39 скористаємося графіком насиченості 
зображення лінії фазової траєкторії (рис. 23). Мінімальна кількість пікселів зо-
браження досягається при критичному значенні керуючого параметра h0=0,39.  
 
 
 
Рис. 23. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення h 
 
Після обчислення h0=0,39 необхідно його значення підставити на місце h в 
систему рівнянь Лагранжа другого роду (8) і чисельно розв'язати її методом Ру-
нге-Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, vi) 
при t=ti (де i=1...S). Для побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини на 
площині Oxy слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити послідо-
вність значень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. В 
результаті знайдемо наближене зображення на площині Oxy періодичної траєк-
торії руху вантажу хитної пружини (рис. 24).  
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Рис. 24. Траєкторії руху вантажу хитної пружини для прикладу 3 
 
Отже, знайдені способом проекційного фокусування критичні значення 
керуючого параметра можна підтвердити за допомогою графіка насиченості зо-
браження лінії фазової траєкторії. Тобто графіка залежності кількості пікселів 
Np зображення фазової траєкторії від значення керуючого параметра.  
 
4. 3. Розрахунок періодичних траєкторій переміщення вантажу хитної 
пружини з рухомою точки підвісу. 
Наведено спосіб визначення траєкторії переміщення по вертикальній пло-
щині вантажу хитної пружини у випадку, коли точка її підвісу є рухомою. Тоді 
до уже розглянутих раніше параметрів (маси вантажу, початкової довжини 
пружини у ненавантаженому стані, жорсткості пружини і початкових умов для 
виникнення коливань) необхідно додати опис закону руху точки підвісу у ви-
гляді функції f(t). Зазначимо, що у випадку рухомої точки підвісу з причини 
суттєвої нелінійності коливальної системи можна очікувати не лише строгих 
періодичних траєкторії вантажу хитної пружини, а і умовно періодичних. Тобто 
таких траєкторій переміщення вантажу, які не виходитимуть за межі певної 
смуги на площині Оху. 
Для опису коливань хитної пружини у якості першої узагальненої коорди-
натної функції u(t) оберемо значення кута, який вісь хитної пружини утворює з 
вертикальною віссю Оу. Другу узагальнену координатну функцію v(t) пов'яже-
мо з подовжньою зміною пружини в часі; через h позначимо довжину хитної 
пружини в ненавантаженому стані (рис. 2).  
В даній роботі розглянуто два випадки руху точки підвісу – вздовж осі Ох 
та вздовж осі Оу.  
Випадок 1. Нехай точка підвісу хитної пружини рухається вздовж осі Ох за 
законом x=f(t). Тоді віртуальні координати рухомого точкового вантажу можна 
обчислити за формулами (5). Лагранжіан задамо як різницю кінетичної і потен-
ціальної енергій (g=9.81):  
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2
0.5 ( )
sin ( ) sin
0.5 ( )cos .
      
                
 
     
  
d f dv du
L m h v
dt dt dt
d f dv du
m u h v u
dt dt dt
kv mg h v u
       (9) 
 
Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (7). В результаті систему рівнянь Лагранжа дру-
гого роду одержуємо у вигляді: 
 
22 2
2 2
sin ( ) cos 0;
 
       
d v d f du
u h u kv g u
dt dt dt
              (10) 
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2
( ) cos 2 sin 0.
 
      
d u d f du dv
h v u g u
dt dt dt dt
 
 
Приклад 4. Визначимо значення маси m, яка б забезпечила періодичну тра-
єкторію переміщення вантажу хитної пружини жорсткістю k і її довжиною h у 
ненавантаженому стані. У початковому положенні хитна пружина розташована 
вертикально, тобто u(0)=0. Ініціювання коливань здійснюється за допомогою 
імпульсу, наданого вантажу пружини у напрямку осі Ох: du(0)=1. Це значення 
можна характеризувати як початкову швидкість зміни в часі величини кута u. 
Початкові значення для параметра v подовження пружини мають вигляд v(0)=2; 
dv(0)=0. Нехай k=50 і h=2. Закон руху точки кріплення задамо функцією 
f(t)=sin(2t). В якості керуючого параметра коливання хитної пружини оберемо 
значення маси m вантажу. 
Чисельним методом Рунге-Кутти розв’язуємо систему рівнянь (8) із почат-
ковими умовами u(0)=0; du(0)=1; v(0)=2; dv(0)=0. На рис. 25 зображено інтегра-
льні криві у фазових просторах {u, Du, t} і {v, Dv, t} для знайденого критичного 
значення m=5,142. Час інтегрування Т=16. На рис. 26 наведено фазові траєкто-
рії відповідних узагальнених координатних функцій, за допомогою яких можна 
визначити їх діапазони змін. Бачимо, що фазові траєкторії не вдається "сфоку-
сувати" як у попередніх прикладах. Тому для коректності одержані далі траєк-
торії руху вантажу хитної пружини вважатимемо умовно періодичними. 
 
То
ль
ко
 дл
я ч
те
ни
я
  
а                                   б 
 
Рис. 25. Інтегральні криві для критичного значення m=5,142 у фазових  
просторах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
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Рис. 26. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}:  
а – координатної функції u(t); б – координатної функції v(t) 
 
Для підтвердження значення m=5,142 скористаємося графіком насиченості 
зображення лінії фазової траєкторії (рис. 27). Мінімальна кількість пікселів зо-
браження досягається при критичному значенні керуючого параметра 
m0=5,142. 
 
 
 
Рис. 27. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення m Н
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Після обчислення m0=5,142. необхідно його значення підставити на місце 
m в систему рівнянь Лагранжа другого роду (8) і чисельно розв'язати її методом 
Рунге-Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, 
vi) при t=ti (де i=1...S). Для побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини 
на площині Oxy слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити послі-
довність значень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. 
В результаті знайдемо наближене зображення на площині Oxy періодичної тра-
єкторії руху вантажу хитної пружини для випадку 1 (рис. 28). Оскільки фазові 
траєкторії не вдалося "сфокусувати" як у попередніх прикладах, то одержану 
траєкторію руху вантажу хитної пружини будемо вважати умовно періодич-
ною. Зоровий аналізатор підтверджує природність коливань хитної пружини з 
рухомою точкою підвісу, у чому можна переконатися з комп'ютерних анімацій 
на сайті [32]. 
 
 
 
Рис. 28. Траєкторія руху вантажу хитної пружини для прикладу 4 
 
Приклад 5. Змінимо напрямок дії імпульсу ініціювання руху хитної пру-
жини на протилежний, тобто оберемо du(0)=–1. Чисельним методом Рунге-
Кутти розв’язуємо систему рівнянь (8) з початковими умовами u(0)=0; du(0)=–
1; v(0)=2; dv(0)=0. 
На рис. 29 зображено інтегральні криві у фазових просторах {u, Du, t} і 
{v, Dv, t} для знайденого критичного значення m=16,571. Час інтегрування 
Т=16,7. На рис. 30 наведено фазові траєкторії відповідних узагальнених коор-
динатних функцій, за допомогою яких можна визначити їх діапазони змін.  
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Рис. 29. Інтегральні криві для критичного значення m=16,571 у фазових 
просторах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
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Рис. 30. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}:  
а – координатної функції u(t); б – координатної функції v(t) 
 
Для підтвердження значення m=16,571 скористаємося графіком насичено-
сті зображення лінії фазової траєкторії (рис. 31). Мінімальна кількість пікселів 
зображення досягається при критичному значенні керуючого параметра 
m0=16,571.  
 
 
 
Рис. 31. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення m Н
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Після обчислення m0=16,571. необхідно його значення підставити на місце 
m в систему рівнянь Лагранжа другого роду (8) і чисельно розв'язати її методом 
Рунге-Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, 
vi) при t=ti (де i=1…S). Для побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини 
на площині Oxy слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити послі-
довність значень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. 
В результаті знайдемо наближене зображення на площині Oxy періодичної тра-
єкторії руху вантажу хитної пружини для випадку 1 (рис. 32).  
 
 
 
Рис. 32. Траєкторія руху вантажу хитної пружини для прикладу 5 
 
Таким чином можна констатувати, що змінюючи напрямок дії імпульсу 
ініціювання руху хитної пружини з du(0)=1 на протилежний du(0)=–1 можна 
одержати періодичну або умовно періодичну траєкторію.  
Випадок 2. Нехай точка підвісу хитної пружини рухається вздовж осі Оу за 
законом у=f(t). Тоді віртуальні координати рухомого точкового вантажу можна 
обчислити за формулами (5). Лагранжіан задамо як різницю кінетичної і потен-
ціальної енергій (g=9.81):  
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Для складання системи диференціальних рівнянь Лагранжа другого роду 
використаємо співвідношення (7). В результаті систему рівнянь Лагранжа дру-
гого роду одержуємо у вигляді: 
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Визначимо значення маси m, яка б забезпечила періодичну траєкторію пе-
реміщення вантажу хитної пружини жорсткістю k і її довжиною h у ненаванта-
женому стані.  
Приклад 6. Нехай початкове положення хитної пружини визначається ку-
том – /4, тобто u(0)=– /4. Швидкість зміни величини кута du(0)=0. Початкові 
значення для параметра v подовження пружини мають вигляд v(0)=2; dv(0)=0. 
Оберемо k=450 і h=2.5. Закон руху точки кріплення задамо функцією 
y=0,5cos(4t). В якості керуючого параметра коливання хитної пружини оберемо 
значення маси m вантажу. 
Чисельним методом Рунге-Кутти розв’язуємо систему рівнянь (12) із поча-
тковими умовами u(0)=– /4; du(0)=0; v(0)=2; dv(0)=0. На рис. 33 зображено ін-
тегральні криві у фазових просторах {u, Du, t} і {v, Dv, t} для знайденого кри-
тичного значення m=22,57. Час інтегрування Т=17,2. На рис. 34 наведено фазові 
траєкторії відповідних узагальнених координатних функцій, за допомогою яких 
можна визначити їх діапазони змін. Фазові траєкторії не вдається "сфокусува-
ти" як у попередніх прикладах. Тому траєкторію руху вантажу хитної пружини 
вважатимемо умовно періодичною. 
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Рис. 33. Інтегральні криві для критичного значення m=22,57 у фазових  
просторах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
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Рис. 34. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}:  
а – координатної функції u(t); б – координатної функції v(t) Н
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 Для підтвердження значення m=22,57 скористаємося графіком насиченості 
зображення лінії фазової траєкторії (рис. 35). Мінімальна кількість пікселів зо-
браження досягається при критичному значенні керуючого параметра 
m0=22,57.  
 
 
Рис. 35. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення m 
 
Після обчислення m0=22,57 необхідно його значення підставити на місце m 
в систему рівнянь Лагранжа другого роду (8) і чисельно розв'язати її методом 
Рунге-Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень (ui, 
vi) при t=ti (де i=1…S). Для побудови траєкторії руху вантажу хитної пружини 
на площині Oxy слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити послі-
довність значень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ломаною. 
В результаті знайдемо наближене зображення на площині Oxy періодичної тра-
єкторії руху вантажу хитної пружини для випадку 2 (рис. 36).  
 
 
Рис. 36. Траєкторія руху вантажу хитної пружини для прикладу 6 
 
Приклад 7. Розглянемо другий варіант, коли у початковому положенні хи-
тна пружина розташована під кутом /3, тобто u(0)= /3. Швидкість зміни кута 
du(0)=0. Початкові значення для параметра v подовження пружини мають ви-
гляд v(0)=2; dv(0)=0. Нехай k=50 і h=2.5. Закон руху точки кріплення задамо 
функцією y=cos(3t). В якості керуючого параметра коливання хитної пружини Т
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оберемо значення маси m вантажу. 
Чисельним методом Рунге-Кутти розв’язуємо систему рівнянь (12) із поча-
тковими умовами u(0)= /3; du(0)=1; v(0)=2; dv(0)=0. На рис. 37 зображено інте-
гральні криві у фазових просторах {u, Du, t} і {v, Dv, t} для знайденого критич-
ного значення m=5,7557. Час інтегрування Т=25,3. На рис. 38 наведено фазові 
траєкторії відповідних узагальнених координатних функцій, за допомогою яких 
можна визначити їх діапазони змін. Бачимо, що фазові траєкторії не вдається 
"сфокусувати" як у попередніх прикладах. Тому треба очікувати траєкторію ру-
ху вантажу хитної пружини умовно періодичною. 
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Рис. 37. Інтегральні криві для критичного значення m=5,7557 у  
фазових просторах: а – {u, Du, t}; б – {v, Dv, t} 
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Рис. 38. Фазові траєкторії на площинах {u, Du} і {v, Dv}:  
а – координатної функції u(t); б – координатної функції v(t) 
 
Для підтвердження значення m=5,7557 можна скористатися графіком на-
сиченості зображення лінії фазової траєкторії (рис. 39). Мінімальна кількість 
пікселів зображення досягається при критичному значенні керуючого парамет-
ра m0=5,7557. 
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Рис. 39. Графік залежності кількості пікселів Np зображення фазової траєкторії 
від значення m 
 
Після обчислення m0=5,7557. необхідно його значення підставити на місце 
m в систему рівнянь Лагранжа другого роду (12) і чисельно розв'язати її мето-
дом Рунге-Кутти відносно функцій u(t) і v(t). Одержимо послідовність значень 
(ui, vi) при t=ti (де i=1…S). Для побудови траєкторії руху вантажу хитної пру-
жини на площині Oxy слід у вирази (5) віртуальних координат (x, y) підставити 
послідовність значень (ui, vi). Одержані близькі точки необхідно сполучити ло-
маною. В результаті знайдемо наближене зображення на площині Oxy періоди-
чної траєкторії руху вантажу хитної пружини для прикладу 7 (рис. 40).  
 
 
 
Рис. 40. Траєкторія руху вантажу хитної пружини для прикладу 7 
 
Одержані у цьому і попередньому приклади умовно періодичні траєкторії 
можна пояснити суттєвою нелінійністю задачі про коливання хитної пружини з 
рухомою точкою підвісу. Залучаючи зоровий аналізатор в процесі унаочнення 
коливань, одержаних за допомогою комп'ютерної анімації, можна переконатися 
у природному характері коливань хитної пружини з рухомою точкою підвісу. 
Підтвердження цього можна знайти на сайті [32], де наведені комп'ютерні ані-
мації коливань різновидів хитних пружин.  
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5. Обговорення результатів комп’ютерного моделювання траєкторії 
переміщення вантажу хитних пружин  
Отримані результати можна пояснити можливістю застосування варіацій-
ного принципу Лагранжа до розрахунку механічних коливань типу хитної пру-
жини. Це дозволило використати рівняння Лагранжа другого роду для опису 
руху її вантажу.  
До ще не реалізованих можливостей дослідження коливань хитних пружин 
належить розгляд співвідношення 
1
4

mg
kl
 для випадків широкого діапазону 
зміни величин параметрів. Тут m – маса вантажу, k – жорсткість пружини, l – 
довжина пружини у ненавантаженому стані, g=9,81.  
За умови виконання зазначеного співвідношення між параметрами колива-
льної системи найбільш ефективно відбувається кутове розгойдування хитної 
пружини за рахунок енергії цієї пружини. Розвиток випадкового поперечного 
збурення проходитиме до фіксованого значення амплітуди, оскільки запаси 
енергії пружини кінечні. Після досягнення такої амплітуди в ході коливань хи-
тної пружини знову відбувається розтягування (або стискання) пружини. Це 
періодичне перекачування енергії пружини в енергію поперечних коливань ва-
нтажу і назад виявляється можливим в досить вузькому діапазоні варіювання 
параметрів з максимумом, що відповідає зазначеному співвідношенню. Необ-
хідно перевірити, за яких умов виконується це співвідношення з прийнятною 
точністю і як це впливає на зображення періодичних траєкторій переміщення 
вантажу хитної пружини. Необхідно дослідити кількість можливих періодич-
них траєкторій для певного набору вхідних параметрів, а також класифікувати 
зображення періодичних траєкторій та виконати градацію з врахуванням збіль-
шення їх довжин.  
Крім того, необхідно продовжити дослідження у напрямку використання 
хитної пружини як моделі для вивчення нелінійних зв'язаних систем. Адже для 
хитної пружини ідентифікуються необхідні для цього три енергетичні компо-
ненти, подібні рухам пружини, рухам маятника, а також зв'язку між ними. Та-
кий підхід може бути застосований, в принципі, до довільних нелінійних зв'яза-
них систем, щоб показати, як зв'язок опосередкує внутрішні енергетичні обміни 
і як розподіл енергії змінюється відповідно до параметрів системи.  
Цікаво буде дослідити із зазначених позицій нелінійні зв'язані системи із 
взаємодіючими підсистемами на прикладах задач техніки. Першою сходинкою 
до цієї мети буде дослідження механічних пристроїв, де пружини впливатимуть 
на траєкторії коливання їх вантажів. У якості прикладів доцільно розглянути 
механізми з рухомими вантажами, схеми які мають вигляд: 
– двох пружин зі спільним вантажем; 
– маятника, закріпленого до підвішеної пружини; 
– маятника, на довжину якого впливає пружина; 
– маятника під рухомим візком, на положення якого впливає пружина; 
– вантажа на кінці пружини, підвішеній до рухомого візка. 
Труднощі розвитку досліджень в цьому напрямку виникнуть при спробі 
розв’язати обернену задачу в такій постановці. Нехай маємо криву, форма якої Н
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належить класу фігур Ліссажу. Необхідно підібрати значення параметрів хитної 
пружини (маси вантажу, жорсткості пружини, та її довжини у ненавантаженому 
стані) так, щоб траєкторія руху вантажу була подібна обраній кривій. 
 
7. Висновки 
1. Серед апріорі хаотичних коливань подвійного маятника визначено таке 
коливання, коли другий вантаж рухається по періодичній траєкторії. Це дозво-
лило розповсюдити спосіб розв’язку на задачі визначення періодичних траєкто-
рій переміщення вантажу хитної пружини.  
2. Наведено варіанти розрахунків для одержання періодичної траєкторії 
переміщення вантажу хитної пружини, коли задані її параметри: 
– жорсткість пружини та її довжина без навантаження з невідомою вели-
чиною маси вантажу (наприклад, h=1; m=3.332; k=40; v0=1; Dv0=0: u0=0; 
Du0=1.5; T=8.4);  
– величина маси вантажу пружини та її довжина без навантаження з неві-
домою жорсткістю пружини (наприклад, h=1; m=1; k=14.4; v0=1; Dv0=0: u0=0; 
Du0=1; T=8.4);  
– величина маси вантажу пружини та її жорсткість з невідомою довжи-
ною пружини без навантаження (наприклад, h=0.39; m=2; k=40; v0=1; Dv0=0: 
u0=0; Du0=1.5; T=6).  
3. Розраховано значення параметрів для забезпечення умовно періодичної 
траєкторії руху точкового вантажу хитної пружини з рухомою точкою кріплен-
ня, (наприклад, m=16.571; k=50; h=2; u0=2; Du0=0; v0=0; Dv0=–1; x=sin(2*t); 
T=16.7). 
4. Для кожного варіанта розрахунків хитної пружини побудовані фазові 
траєкторії функцій узагальнених координат (значень кутів відхилення та подо-
вження), що дозволило здійснювати оцінки діапазону змін зазначених величин 
та їх швидкостей.  
5. Достовірність одержаних результатів ілюструються комп'ютерними ані-
мація коливань відповідних хитних пружин, наведених на сайті [32], де, залу-
чаючи зоровий аналізатор, можна переконатися у природному характері коли-
вань хитної пружини, в тому числі, і з рухомою точкою підвісу. 
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